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UMA SOLUCAO NUMERICA DO OSCILADOR HARMONICO SIMPLES E
AMORTECIDO PELO METODO DE EULER E RUNGE-KUTTA DE QUARTA
ORDEM

RODRIGUES, Edinardo Ivison Batistal

RESUMO: A importancia do estudo das equacdes diferenciais justifica-se pelo fato de
ocorrerem com muita frequéncia na modelagem matematica de diferentes situactes
praticas, principalmente na area de fisica. Para a resolu¢cdo dessas equacgbes
diferenciais é fundamental a utilizacdo de métodos numéricos. O método numeérico
tem o objetivo de determinar um ou mais valores numéricos, que sdo solucdes
aproximadas de um certo problema. Neste trabalho serdo apresentados e discutidos
dois métodos numéricos para resolucdo de equacles diferenciais, os métodos
numericos utilizados serdo o de Euler e o de Runge-Kutta de 4°ordem. Através desses
métodos foi possivel plotar graficos que descrevem o comportamento do oscilador
harménico simples e amortecido.
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1 INTRODUCAO

Muitos fenbmenos naturais séo regidos por equacdes diferenciais de primeira
e de segunda ordem, e diante disso podemos descrever esses fen6menos a partir de
uma modelagem matematica e computacional. Para solucionarmos certas equacoes
diferenciais é de fundamental importancia a utilizacdo de métodos numeéricos, pois
com frequéncia solu¢Bes analiticas ndo sdo possiveis ou muito dificil de serem
determinadas.

Os mais variados sistemas de engenharia e ciéncia mudam ao longo do tempo,
espaco e muitas outras dimensdes de interesse. Em fisica-matematica, as derivadas
de funcéo sao frequentemente usadas para modelar tais mudancas. No entanto, na
pratica, a funcdo pode nédo ser conhecida explicitamente ou pode ser representada
implicitamente por um conjunto de pontos de dados. Nesses casos e em outros, pode
ser desejavel calcular as derivadas numericamente em vez de analiticamente (KONG,
Q., SIAUW,T., BAYEN, A., 2020).
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As técnicas numéricas sdo usadas para obter solu¢des aproximadas de um
determinado sistema (ATKINSON K., HAN, W, STEWART, D., 2009). Precisamos de
aproximagbes porque ndo podemos resolver o procedimento analiticamente ou
porque 0 método analitico € intratavel (um exemplo é resolver um conjunto de mil
equacodes lineares simultaneas para mil incégnitas).

Ao contrario dos métodos analiticos, que conduzem a solucfes exatas para 0s
problemas, os métodos numéricos produzem, em geral, apenas solucdes
aproximadas. Por este fato, antes da utilizacdo de qualgquer método numérico é
necessario decidir qual a precisdo dos calculos com que se pretende obter a solugcéo
numeérica desejada. A precisdo dos célculos numéricos € também, como veremos, um
importante critério para a selecdo de um algoritmo particular na resolucdo de um dado
problema (ATKINSON K., HAN, W, STEWART, D., 2009).

Neste trabalho serdo apresentados e discutidos dois métodos numericos para
resolucao de equacdes diferenciais, os métodos numéricos utilizados serdo o de Euler
e 0 de Runge-Kutta de 4°ordem (RK4). O método de Euler é também conhecido como
método da reta tangente ou método de passo simples, corresponde ao truncamento
da série de Taylor na primeira derivada (EPPERSON, J. F., 2013). E um dos métodos
mais antigos e mais simples para obter solucBes aproximadas de equacdes
diferenciais de primeira ordem, as EDQO’s. Por outro lado, o método de RK4 pode ser
entendido como o aperfeicoamento do método de Euler, com uma melhor estimativa

da derivada da funcdo, o mais usado na resolu¢do numérica de equacdes diferenciais

2 METODOLOGIA

No estudo consideramos, inicialmente, um sistema composto por uma mola e
um bloco de massa m e que inicialmente podem movimentar-se livremente de tal
forma que a resultante das forcas que atuam na massa € a Lei de Hooke F = —kx,
onde k é a medida da rigidez da mola, conhecida como constante elastica, e o sinal
negativo implica que tal forca age para restaurar o bloco a sua posicao de equilibrio.
Aplicando a segunda Lei de Newton a equacéo de movimento para o bloco pode ser

escrito como

d?x

—+ wi3x =0, (2)
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essa é uma equagcao diferencial de segunda ordem com w3 = k/m.

Consideramos também o movimento do mesmo sistema massa-mola quando
uma forca de resisténcia horizontal atua sobre ele, neste caso temos um movimento

amortecido onde a equacao que rege 0 movimento tem a seguinte forma

d?x

dx 2. _
— T 28—+ wox =0, (3)

com S sendo o parametro de amortecimento.

As equacdes (1) e (2) foram resolvidas utilizando dois métodos numericos, 0
meétodo de Euler e o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4). O método de
Euler é conhecido como método da reta tangente o qual corresponde ao truncamento
da série de Taylor na primeira derivada. Esse método foi introduzido por Euler para

resolver de maneira a proximada um problema de equc¢édo diferencial ordinaria na
forma % = f(x,y) com condi¢éo de contorno y(x,) = y, (PEDROSA, D. P. F, 2011).

O método de Euler consiste em, no primeiro passo, calcular y; = y, + hf (X, ¥o), que
€ a aproximagdao y, da solugdo exata y(x;) no ponto x; e h € um coeficiente real. No
segundo passo, y, = y; + hf (x1,y1), que € a aproximagao y, da solucéo exata y(x;)
no ponto x,. E assim sucessivamente, para cada um dos pontos x, com n =
0; 1; 2;---; N de um intervalo [a; b] (GOULD, H,; TOBOCHNIK, J.; CHRISTIAN, W.,
2002).

Entre os métodos numéricos mais utilizados para calcular a solucao
aproximada de problemas de valor inicial, estd o método de Runge-Kutta por ser um
método bastante preciso. A precisdo desse método € equivalente ao método de
Taylor, porém, com a vantagem de evitar o célculo de derivadas de ordem elevada
que além da complexidade analitica, exigem um significativo esforco computacional.
Ao contrario disso, os métodos de Runge-Kutta sdo baseados na avaliacao da funcéo

f(x,y) em alguns pontos. Destacamos aqui o0 método de Runge-Kutta de quarta

ordem que temaformay,.; = y, + g(k1 + 2k, + 2k; + ky), (4)

onde ki = f(xpm), k2 = flxn +h/2, 90 +k1/2), ks = f(xn +R/2,y, +
k,/2)ek, = f(x, +h,y, + k3) sd@o as inclinagbes estimadas. Essas inclinagfes sdo
determinadas pela média ponderada das inclinagcdes em cada ponto: k, € a inclinacéo
no inicio do intervalo, k, a inclinacdo no ponto médio do intervalo, usando a inclinagéao

k, para determinar o valor de y no ponto x,, + h/2 através do método de Euler, k; é
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novamente a inclinacdono ponto médio do intervalo, mas agora usando a inclinacao

k, para determinar o valor de y e k, a inclinagéo no final do intervalo, com seu valor
y determinado usando k;. No método de Runge-Kutta, busca-se uma melhor
estimativa da derivada com a avaliagdo da funcdo em mais pontos no intervalo
[%, Xn11] (GOULD, H,; TOBOCHNIK, J.; CHRISTIAN, W., 2002).

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

O estudo foi realizado em trés etapas. A primeira etapa foi analisada a dinamica
do sistema massa mola em um movimento livre, regido pela equacédo (1), e na
presenca de uma forga resistiva horizontal, regida pela equacgéo (2). A segunda etapa
foi a implementacdo numérica nas equacoes (1) e (2) através dos métodos de Euler e
de Runge-Kutta de quarta ordem na linguagem de programacdo C, esta
implementacdo tem como objetivo apresentar em graficos o comportamento do
deslocamento do bloco de massa m. E na terceira etapa foram construidos os graficos
com uso do software Mathematica 9.0.

Para realizarmos as duas Ultimas etapas implementamos do método de Euler
no algoritmo abaixo:
xnl = xn + vn = dt; [* EQuacao de Posicao */
vnl = vn — w*w * xnl * dt; /* Equacao de Velocidade*/

t = ix*dt; [* instante de tempo com o passo i*/
xn = xnl; [* posicao do passo anterior igual a posicao do proximo passo*/

vn = vnl; /* velocidade do passo anterior igual a velocidade do proximo passo*/

E para a implementacdo do método de RK4 foi construido o seguinte algoritmo

[* inclinacdes para a velocidade*/

klv = —ws+xwxxn=*dt — 2+ B *vn *dt;

k2v = —wx*xwx (xn + 05 xklv) *dt — 2B * (vn + 0.5 * klv) * d¢;
k3v = —wx*xwx (xn + 05 k2v) *dt — 2B * (vn + 0.5 * k2v) * d¢t;
kdv = —wx*xwx (xn + k3v) xdt — 2* B * (vn + k3v) * dt;

vnl = vn + (klv + 2+ k2v + 2 * k3v + k4v)/6.0; /* Equacao de Velocidade*/

[* inclinacbes para a posicao*/
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klx = vnl * dt;

k2x = (vnl + 0.5 * klx) * dt;

k3x = (vnl + 0.5 * klx) * dt;

kdx = (vnl + klx) * dt;

xn + (klx + 2 *k2x + 2 *xk3x + k4x)/6.0; /[* EQuacao de Posicao */

xnl
t = ix*dt; [* instante de tempo empo com o passo i*/
xn = xnl; [* posicao do passo anterior igual a posicao do proximo passo*/

vn = vnl; /* velocidade do passo anterior igual a velocidade do proximo passo*/

Para resolver os algoritmos acima, consideramos 200 passos (ou seja i =
0;i <= 199;i = i +1) e w3 =1 para o caso da equacdo (1). Para a equacéo (2)
tivemos trés casos de interesse geral: (i) sub-amortecido w3 > p?%, (ii) sobre-
amortecido w3 < B2 e (iii) criticamente amortecido w3 = 2. No caso (i) consideramos
que wi =9 e B2 = 0,3, no caso (i) w3 =9 e B2 = 15 e no terceiro caso wi = B2 =9.
Nos trés casos consideramos 600 passos (ou seja i = 0; i <= 599;i =i +1).
Com os dados gerados na implementacdo numerica foi possivel plotar no
Mathematica os graficos apresentados na Figura 1. Nos gréficos temos uma
comparacdo de ambos os métodos utilizados, onde o método de Euler esta
representado pelas curvas em azul e o método RK4 esta representado pelas curvas
em vermelho.

Na Figura 1 (a) temos o comportamento periodico para o sistema massa mola
livre de forcas resistivas, veja que a amplitude de oscilagdo permanece constante. Na
Figuras 1 (b), (c) e (d) temos a presenca da forca resistiva; onde em (b) temos o caso
em que o movimento € sub-amortecido, perceba que amplitude das oscilacdes vai
diminuindo aos poucos devido a presenca da forca resistiva. Um exemplo tipico de
um movimento sub-amortecido é a porta dos saloons dos filmes de bang-bang.
Quando alguém em passa pela porta ela inicia a oscilacdo com uma grande amplitude,
gue vai diminuindo com o tempo; em (c) o movimento é sobre-amortecido, ou seja,
nesse caso nao chega acontecer nenhuma oscilagéo entdo a amplitude de oscilacéo
vai ficando sempre menor (TAVARES, 2014); e por ultimo na Figura 1 (d) temos o
movimento criticamente amortecido, a amplitude de oscilagdo cai muito rapidamente
guando comparado com o0 movimento sobre-amortercido. Note que ambos os

métodos descrevem bem o movimento do sistema massa-mola
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Figura 1 — Oscilador harmdnico simples e amortecido. Em (a) temos o0 sistema massa-mola

com w3 = 1 e livre de forca resistiva, em (b) temos o movimento sub-amortecido com w3 = 9

e f? = 0,3, nafigura (c) € mostrado o movimento sobre-amortecido com w =9e 2 =15e
em (d) w3 = B2 = 9 para 0 movimento criticamente amortecido.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Ao estudar os fenbmenos fisicos muitas vezes ndo € possivel de imediato
encontrar expressdes explicitas das grandezas que caracterizam tal fenébmeno. No
entanto, normalmente € mais facil estabelecer a dependéncia entre estas quantidades
e suas derivadas. Dessa forma, obtemos equactes diferenciais que contém fungdes
desconhecidas e podemos soluciona-las através de métodos numéricos. Aqui, as
equacOes diferenciais estudadas sdo associadas ao comportamento do oscilador
harménico, também conhecido como sistema massa mola, simples e amortecido. As
solugbes numéricas para o oscilador foram obtidas através dos métodos de Euler e
Runge-Kutta de quarta ordem, os quais podemos analisar e comprovar por
representacdo grafica que ambos os métodos séo Uteis para a resolucdo de certos
sistemas fisicos que séo regidos por equagdes diferenciais.
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